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Uber kooperatives Verhalten duferer Nukleonen
im Oszillator-Modell mit Quadrupolwedselwirkung®

Von SIEGFRIED SEYFFERTH

Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitidt Gottingen
(Z. Naturforschg. 18 a, 1049—1058 [1963] ; eingegangen am 14. August 1963)

The question is discussed whether the Erviorr model nucleus can be interpreted as a rotating
one. The classical interpretation of the quadrupole interaction explains the prolate deformation of
the nucleus and yields a pure rotation of the classical system of orbits. The quantum mechanical
treatment shows that the states of the Eriiorr model which are analogous to the rotating states of
the rotational model are rotating states, too. This involves the existence of a (positive) intrinsic

quadrupole moment.

1. Einleitung und Ubersicht

Erriort hat eine Variante des Kernschalenmodells
vorgeschlagen, nach welcher die Nukleonen sich in
einem gemeinsamen, harmonischen und isotropen
Oszillator-Potential bewegen und die duferen unter
ihnen der sog. Quadrupolwechselwirkung unterlie-
gen 174, Diese besondere Kopplung bewirkt, daf}
das Niveauschema in Folgen von Termen aufspal-
tet, die Rotationsbanden ahnlich sind. AuBerdem
sind die zu einer Bande gehorenden Matrixelemente
des Quadrupolmoments in einer dhnlichen Weise
miteinander verkniipft wie im Rotationsmodell des
Kerns 2 5.

Diese Aussagen iiber Energiespekirum und Qua-
drupolmomente sind zunéchst die einzigen Griinde,
die das Modell rechtfertigen. Es ist das Ziel der
vorliegenden Arbeit, es damit nicht bewenden zu
lassen, sondern eine Antwort auf die Frage zu ver-
suchen, ob das Modell einen rotierenden Kern be-
schreibe.

Nach der Formulierung des Erriorrschen Modells
in Abschnitt 2 folgt in Abschnitt 3 eine Erorterung
des klassisch aufgefafiten Modells. Es zeigt sich, daf}
zigarrenformige Deformationen des Gebildes aller
Teilchenbahnen energetisch begiinstigt sind. Ferner
rotiert das klassische Bahngebilde nach Anschalten
der Wechselwirkung. Der Wechselwirkungsparame-
ter, der in der quantenmechanischen Behandlung die
Struktur einer Bande in derselben Weise bestimmt
wie 1/0@ beim Rotationsmodell (6 =Trigheitsmo-
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ment), ergibt sich bei dieser klassischen Betrach-
tung in der Tat als Proportionalititsfaktor zwischen
Rotationsgeschwindigkeit und Drehimpuls.

In Abschnitt 4 folgt ein kurzer Bericht iiber die
quantenmechanische Behandlung des Erriorrschen
Modells, in der die unitdre Gruppe 115 eine wesent-
liche Rolle spielt. (Im Anhang wird dieser Bericht
ergéinzt.)

In Abschnitt 5 wird die Frage nach dem Zusam-
menhang mit dem Rotationsmodell an Hand der
Matrixelemente des Quadrupolmoments diskutiert.
Die Tatsache, dall die vom Rotationsmodell her be-
kannte Verkniipfung der Matrixelemente des Qua-
drupolmoments im vorliegenden Modell annéhernd
erfullt ist, 1aBt den Schlufl zu, daBl die den ,rotie-
renden® Zustinden des Rotationsmodells analogen
Zustiande des Erviorr-Kerns ebenfalls rotierende Zu-
stinde sind, wenn auch in geringerer Ausprdgung,
ferner, daf} ein positives inneres Quadrupolmoment
existiert. Wie in der klassischen Betrachtung ergibt
sich der Kehrwert des Wechselwirkungsparameters
als Proportionalititsfaktor zwischen Drehimpuls und
Rotationsgeschwindigkeit.

2. Das Elliottsche Modell
Das Modell 148t sich auf folgende Weise definie-
ren 4: Die Hamiuron-Funktion sei
H=H+ H; (2.1)

dabei entspricht H® der wechselwirkungsfreien Be-

4 V. Baremany u. M. Mosninsky, Nucl. Phys. 18, 697 [1960].
5 A. Bomr u. B. R. MorreLson, Kgl. Danske Videnskab. Sels-
kab, Mat.-Fys. Medd. 27, no. 16 [1953].
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wegung der A" duBeren Nukleonen im Potential
eines isotropen harmonischen Oszillators

-
H'=1} ) (r2+p?) (2.2)
i=1

(wir setzen Ah=m=w=1); H! ist ein Zusatzanteil

der Gestalt

A z,Y,2

Wl
— ti, o0 00 t] 004 >0, (2.3)
i,j=1 o,0

wobei die Tensoren zweiter Stufe ¢; in folgender
Weise definiert sind:

too = ‘% (xg o — %(Sgn 1'2+py Po— 31;’65m p2) (24')
(der Teilchenindex i ist weggelassen) oder kiirzer:
t=%(ror—ir+pop-5§p?  (25)

(das Symbol o kennzeichnet das dyadische Produkt).
Definieren wir als skalares Produkt zweier Tensoren

A, B

z, Y,z
(4,B) =Sp A*B= Y (4u))* Boo.  (2.6)

0,0

ferner die ,,Norm* | A|= (A4, A)", so kénnen wir

auch
0
H'= —aZ (tir ) = —a|T |2

i,j=1
schreiben, wobei T = Z t; ist.
7

(2.7)

3. Klassische Diskussion

Es ist niitzlich, das Modell zunachst einmal klas-
sisch aufzufassen; die eingangs gestellte Frage kann
dann némlich relativ einfach beantwortet werden.

Solange H' abgeschaltet ist, sind die Bahnen der
A" Teilchen unabhiingig voneinander, ihre magli-
chen Gestalten sind die bekannten Ellipsen. Fiir die
Porsson-Klammer (HY, t;) gilt

(Hoati)zo (i=1a---’A’)7

d. h. der Tensor ¢; ist Bahnkonstante des i-ten Teil-
chens. Ist ¢; der Tensor des Massen-Quadrupol-
moments:

gi=Tio ;i — 37157, (3.1)

so rechnet man leicht nach, daf} #; der Zeitmittelwert
von g; ist, genommen iber einen Umlauf des Teil-
chens i. Wir wollen das auch so ausdriicken: ¢; ist
das ,,Quadrupolmoment der Bahn* des Teilchens i,
wobei die Bahn mit einer Massenbelegung versehen
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gedacht ist, deren Dichte der Geschwindigkeit des
Teilchens umgekehrt proportional ist. In diesem
Sinne nennen wir 7= Y ¢; das ,,Quadrupolmoment
des Bahngebildes* aller Teilchen.

Nun sei die Wechselwirkung H' = —a|T[2 (2> 0)
angeschaltet. Wenn o hinreichend klein ist, hat es
noch einen guten Sinn, ¢; als Quadrupolmoment der
Bahn des i-ten Teilchens und 7' als Quadrupolmo-
ment des Bahngebildes anzusprechen. Bahngebilde
mit groBem | T | werden energetisch begiinstigt. Wir
fragen, wie die energetisch begiinstigten Bahngebilde
aussehen, falls die Energien ¢; der einzelnen Teilchen
vor Einschalten der Wechselwirkung fest vorgegeben
sind. (Wir wéhlen diese Nebenbedingung, weil sie
in einer gewissen Analogie zur quantenmechanischen
Situation steht, wo den aufleren Nukleonen die nied-
rigstmoglichen Energien durch das Pauvrr-Prinzip
fest vorgeschrieben sind.)

Allgemein gilt die Polygonungleichung

7t

17| D |al. (3.2)
=1

Unter der gestellten Nebenbedingung wird | T | ge-

nau dann maximal, wenn erstens

A’ N
Z | &
=1

und zweitens | #;| maximal bei vorgegebenem ¢; ist
(i=1,...,A4"). Man rechnet nach, da} diese beiden
Bedingungen genau dann erfiillt sind, wenn sich alle
Teilchen langs derselben Geraden durch den Ur-
sprungspunkt bewegen.

Es sei noch etwas verdeutlicht, in welcher Weise
die Einzelanteile —a(t;,¢;) (i,j=1,...,4") von
H! zu diesem Ergebnis beitragen Es gilt

|T| = (3.3)

= —aZ 52— > (4, 1), (3.4)
iFi
wir diskutieren die beiden Anteile einzeln.
Spaltet man von |¢;| die Energie ¢; ab:
[t;|=eyi, (3.5)

so hdngt y; nur noch von der Exzentrizitat der Bahn-
ellipse ab. Man errechnet

L zype 2,
1/6 = yl = V6 ’
die untere Grenze entspricht dem Fall verschwin-
dender Exzentrizitit (Kreisbahn), die obere Grenze
dem Fall maximaler Exzentrizitat (Gerade). Dazwi-
schen hédngt 7; monoton von der Exzentrizitat ab.

(3.6)
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DemgemiB begiinstigt der Anteil —a > |#|2 von
i

H' geradlinige Ein-Teilchen-Bahnen.

Die im zweiten Anteil von H! vorkommenden
Ausdriicke (#;, t;) besitzen nach der Caucryschen
Ungleichung jeweils die obere Schranke || |#;].
Da nun die Forderung (3.3) mit

(8 47) =| 5] | 3] (3.7

gleichbedeutend ist, werden diese oberen Schranken
im Energieminimum auch wirklich angenommen.
Dieser Fall (3.7) tritt aber nur ein, wenn die Bahn-
ellipsen 7 und j durch zentrische Streckung auseinan-
der hervorgehen, d.h. wenn sie sich optimal an-
einanderschmiegen. Der zweite Anteil —a > (1, 1;)

von H! begiinstigt also, daf} die Ein-Teild’len-]Bahnen
sich aneinanderschmiegen.

Nachdem wir die Gestalt der energetisch begiin-
stigten Bahngebilde untersucht haben, achten wir
jetzt auf das zeitliche Verhalten der Bahngebilde .
Nach Anschalten von H! ist T nicht mehr exakte

Konstante der Bewegung, es gilt vielmehr 7
T=(H,T)=(H.T)=—a(TPT). (3.8)

Man berechnet die rechte Seite zweckmafBlig kom-
ponentenweise. Benutzt man die Rechenregeln iiber
Poisson-Klammern und die fiir den Tensor T cha-
rakteristische Relation

(Toa, TQ/O') = % {60’6 Lou' == 50’0 ng’

+00oLos +0c0Loe’y  (3.9)

(Les= Db, 003 li,e0= %i,o Pi.o — Ti,e Piso es gilt

L v =Lxv fiir beliebige Vektoren v), so ergibt sich

T'=—a(TL-LT). (3.10)

Diese Tensor-Differentialgleichung besitzt eine ein-
fache Losung: Zunichst sei bemerkt, dal L und
damit auch L nach wie vor Konstante der Bewegung
ist:

(H,L) =0. (3.11)

Wir definieren 8

®w=aL (3.12)
und den zeitabhéngigen Drehtensor

R(t) =R(®,9p=w1),

8 Die folgende Erorterung ist eng verwandt mit einem Argu-
ment von S. Gosaex und H. J. Liexix fiir ein vereinfachtes
Modell; vgl. Ann. Phys. (N. Y.) 6,310 [1959].
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der die Drehung um die Achse ® (® = w/w) mit
dem Drehwinkel ¢ = w ¢ beschreibt; R (¢) kennzeich-
net also eine gleichférmige Drehung mit der Winkel-
geschwindigkeit . Dann ist

T(t)=R(z) T(0) R71(2) (3.13)

die Losung der Differentialgleichung (3.10) zum

Anfangswert 7(0). Das heilt, das Hauptachsen-

system von T rotiert mit der konstanten Winkel-

geschwindigkeit @ = a L; die Matrixdarstellung von

T, die auf die Hauptachsen bezogen ist, ist zeitlich

konstant.

Zusammengefalit ergibt also die klassische Dis-
kussion:

1. Nach Einschalten der Wechselwirkung H! rotiert
das Bahngebilde bei konstant bleibendem ,,inne-
ren Quadrupolmoment® mit der konstanten Win-
kelgeschwindigkeit w =a L. Da diese Identitat
gilt und L gendhert mit dem kinetischen Dreh-
impuls iibereinstimmt, hat der Wert © =1/a in
diesem Modell die Bedeutung eines Trigheits-
moments.

2. Sind die Ein-Teilchen-Energien fest vorgegeben,
so ist das extrem zigarrenférmige Bahngebilde
energetisch bevorzugt.

Die Erorterungen dieses Abschnitts beantworten
zwar nicht die Frage, ob das Evrriorrsche Modell
auch quantenmechanisch einen rotierenden Kreisel
beschreibe. Immerhin haben sie ergeben, daf} das
klassisch verstandene Modell mehr mit dem Rota-
tionsmodell zu tun hat, als es auf den ersten Blick
scheint. Insbesondere ergibt sich @ =1/a als Pro-
portionalitatsfaktor zwischen Drehimpuls und Win-
kelgeschwindigkeit. (In der quantenmechanischen
Behandlung wird © = 1/o die Abstéinde im rotations-
artigen Energiespektrum bestimmen:

E,—E,=L(L+1)/26,

also gerade so, wie im Rotationsmodell das Trag-
heitsmoment eine Rotationsbande bestimmt.)

4. Bericht iiber die quantenmechanische
Diskussion des Modells

Die durch H! gegebene Vorschrift zur Bildung
der energetisch niedrigen Zustinde héngt eng zu-

7 Eine Verwechslung der Poissox-Klammer mit dem Symbol
des skalaren Produkts zweier Tensoren ist wohl nicht mog-
lich.

8 Eine Verwechslung mit der Oszillator-Kreisfrequenz ist
ausgeschlossen, da wir diese =1 gesetzt haben.
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sammen mit der Zerlegung des Hiiserr-Raumes
nach den irreduziblen Darstellungen der dreidimen-
sionalen unitiren Gruppe ll;. Ist L der Operator
des gesamten Bahndrehimpulses und N der Operator
der Anzahl der Oszillatorquanten, so besitzt der
Operator

G=4N4+ 32+ |TP

in jedem gegeniiber 1l irreduziblen Raum einen
scharfen Wert. (Niheres iiber diesen Zusammen-
hang und den Operator G in Anhang 1.)

Aus (4.1) folgt die fiir dieses Modell wichtige
Beziehung

(4.1)

—|TE= -G+ 3N+ 4 L2

Betrachtet man einen Eigenraum von H° (er habe
die Oszillator-Quantenzahl N) und denkt ihn nach
U; und der Drehgruppe sukzessiv ausreduziert, so
erhilt man Basisvektoren |N[1l,]...L M), wobei
[113] die betreffende 1lj-irreduzible Darstellung
kennzeichnen soll. Aus (4.2) folgt
—|TP|N[Usl...LM)
=[—Gpy +3N2+3L(L+1)] |N[U,]...L M),
(4.3)

dabei hangt die (reelle) Zahl Gy, nur von der Dar-
stellung [1l3] ab. H! ist also beziiglich der genann-
ten Basis diagonal; die Diagonalelemente sind

(N[Wy]...LM|H'|N[U]...L M)
=a[ —Gu, + 3 V2] + %L(L+1).

(4.2)

(4.4)

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist in einem
1l,-irreduziblen Raum konstant. Der zweite Term
liefert eine Aufspaltung der Zustinde des 11;-irredu-
ziblen Rzumes, die rotationsartig ist. Die ,,Bande®
enthélt genau die Terme L, die in dem betreffenden
11,-irreduziblen Raum vorkommen.

Solange der Storungsparameter o nicht so grof}
ist, dal} sich die Energiespektren benachbarter Oszil-
lator-Quantenzahlen N betrachtlich iiberlappen, ge-
horen die energetisch niedrigen Zustinde zur Oszil-
lator-Quantenzahl N = 4" n°, wenn n® die erste nicht
vollbesetzte Oszillator-Schale bezeichnet. Um in die-
sem Eigenraum von H° die energetisch niedrigen
Zustinde zu finden, sucht man gemaf} der Beziehung
(4.4) denjenigen llj-irreduziblen Teilraum, dessen
G-Wert maximal ist. Man kann nun die ll;-irredu-
ziblen Rdume kennzeichnen, indem man neben der
Oszillator-Quantenzahl N zwei weitere Quantenzah-
len 2, u angibt (Néheres in Anhang 2); der Wert

S. SEYFFERTH

von G in einem llg-irreduziblen Raum vom Typ

N, (2, u) ist dann durch

GNGw = 3N?+ 3 [A(A+3) + u(u+3) +4u] (4.5)
gegeben (Beweis in Anhang 3).

Im Falle A< 4 (und N=4"n% wird Gyow
maximal, wenn (4, 1) = (N, 0) ist (Begriindung in
Anhang 3). In diesem llj-irreduziblen Raum kom-
men die Drehimpulse L=N, N—-2, N—4,..., 1
bzw. 0 vor, jedes Multiplett einmal. — Die folgen-
den Betrachtungen beziehen sich auf den Fall 4"<4,
sie lassen sich nicht ohne weiteres auf den Fall 4" >4
ubertragen.

Eine weitere Ahnlichkeit mit dem Rotationsmodell
ergibt sich, wenn man die Matrixelemente des Mas-
sen-Quadrupolmoments betrachtet. Die Matrixele-
mente des Quadrupoltensors Q (Q = Z qi, qi=

(2

Tior;— 4 r?), die zu den Zustinden | L M) des so-
eben betrachteten 1lj-irreduziblen Raumes vom Typ
N, (%, u) = (N,0) gehoren, sind durch die An-
gabe der speziellen Matrixelemente (LL|Q,|LL)
(L=N,N-2,...) und (L+2L+2|Q,|LL)
(L=N-—-2, N—4,...) bereits vollig festgelegt. Un-
ter Benutzung der Ergebnisse Eruiorrs ? erhilt man
L 2N+3
(LLIQo|LL) = - 57727~ (46)
(L+2L+2|Qs|LL) =
1 {(ZALﬁ) (2L+4)
4|@L+3) 2L+
Bei der Herleitung dieser Formeln benutzt man nach
Evrviorr zweckmaBig, dafl
(fleli)=(f[T]3) (4.8)
ist, wofern |i) und | f) Zustinde mit derselben Os-
zillatorquantenzahl N sind (in Anhang 4 wird eine
kurze Herleitung dieser Identitat gegeben). In Er-
viorts Herleitung der Ausdriicke fiir (LL|T,|LL)
und (L+2L+2|Ty|LL) wird eine explizite Ge-
stalt der Zustinde |L M) benutzt. Man kann eine
Herleitung angeben, in der nur von der gruppen-
theoretischen Kennzeichnung des betrachteten 11;-
irreduziblen Raumes Gebrauch gemacht wird (siehe
Anhang 5).
Im Rotationsmodell des Kerns ist fiir die (K =0)-
Bande (L=0,2,4,...) 5

L
(LL|Qy|LL)gu= — 5t

(4.7)
“(2N+3)2= (2L+3)2]"™

Q0 (4.9)

9 Vgl. 2, S. 578, Formel (46). Man beachte, da3 die von uns
definierten Q, aus denen Eriiorrs durch Multiplikation
mit 1/1/6 hervorgehen.
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und

<L+2L+2{02|LL RM

_lygleL+eLrty
4 (2L+3) 2L+5)

Q0

dabei ist Q," das innere Quadrupolmoment. Wir
setzen jetzt im Erriorr-Modell voraus, daB N = A’ n®
gerade ist. Bilden wir die Quotienten der entspre-
chenden Matrixelemente in beiden Modellen, so er-

gibt sich aus (4.6) und (4.9) bzw. (4.7) und (4.10)
(LL|Qy|LLy _ 2N+3
WLIQI LD~ V /Q" i
(4.11)
C(L4+2L42|Qs|LL) \2N+3/Q
(L+2L+2[Q,|LL)rM i g
(L=N-2,N—4,...), (412)

(4.10)

wobei

7(N L) = [(@NH-3)2—(2 L_.l_3)2]1/2 ‘

(4.13)

Fiir festes L und N — oo gilt y (N, L)— 1. In die-
sem Grenzfall ist der Zusammenhang (4.9) und
(4.10) der Matrixelemente (f|Q:|i) untereinander
auch im ErLiorr-Modell exakt verwirklicht. Fiir reale
Kerne und insbesondere die, auf die das Oszillator-
Schalenmodell iiberhaupt anwendbar ist, ist dieser

Grenzfall nicht verwirklicht. Fiir 4" =4, n®=2 (das
entspricht Ne??) ist beispielsweise
8,0) =0,99; 8,2) =0,93;
7(8,0) 7(8,2) (4.14)
7(84) =0,82;  7(8,6) =0,61.

Damit sind die Grenzen angegeben, innerhalb deren
der Zusammenhang (4.9) und (4.10) der (f|Q:|i)
auch im Erviorrschen Modell erfullt ist.

5. Kooperatives Verhalten der duleren
Nukleonen

Kann der Erviorrsche Kern naherungsweise als
Rotator angesehen werden?

Die reine Rotation einer Massenverteilung im
klassischen Sinne driickt sich in einer bestimmten
Zeitabhiangigkeit der Multipolmomente aus: das
Hauptachsensystem des Quadrupoltensors rotiert,
die Multipoltensoren sind beziiglich dieses Koordi-
natensystems zeitlich konstant. Falls Multipol-
momente hoherer als zweiter Ordnung hinreichend
klein sind, ist Q (¢) (¢= Zeit) entscheidend.

Man kann nun zeigen, dafl der Spezialfall der
reinen klassischen Rotation des Quadrupoltensors
Q(t) eine korrespondenzmifige Folgerung der Be-
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ziehungen (4.9) und (4.10) der (f|Q:|i) unter-
einander ist, wofern die Energie proportional zu
L(L+1) ist,

EL—E0=-2%L(L+1). (5.1)

Dazu betrachten wir Losungen der ScHRODINGER-

Gleichung der Form

w(t)= Yepe B[ LL)py,  (5.2)
L

ferner seien A und L, zwei gerade natiirliche Zah-

len, die die Bedingung 1 < A < L, erfiillen und
o 1/VA+]., L=L0,L0i_2,...,LoiA
. 0 sonst. (5.3)

Fiir die Werte L mit ¢y, *= 0 ist E;,»— Er, praktisch
konstant, wir setzen Ej.o—Er=2w, es gilt dann
L~ 6 . Bezieht man nun den Tensor

(w(@)]Q|w(2)

auf ein bewegtes Koordinatensystem (z', 3, 2),
dessen y’ — z’-Achsenkreuz in der raumfesten z—y-
Ebene mit der Kreisfrequenz w umléuft, so ist seine
Matrixdarstellung zeitunabhéngig und hat die Ge-
stalt

SO
<<w<z>|oya’|w<z>>>=o;,,,(H ) (5.4)
0 0 1

(dabei ist Qy' = 3V6Q..). Q, (bzw. Q.. er-
scheint bei dieser korrespondenzméiBigen Betrach-
tung in der Tat als inneres Quadrupolmoment.

Wir wollen Zustinde % (¢), deren Erwartungs-
werte (y(t)|Q|w(t)) eine Rotation des inneren
Quadrupolmoments darstellen, kurz rotierende Zu-
stainde nennen. Fiir grofle Quantenzahlen gibt es
dann gemill (5.4) im strengen Sinne rotierende Zu-
stande. Dieses Ergebnis fufit auf den Bour—MorTEL-
sonschen Beziehungen (4.9) und (4.10).

Es liegt nahe, diese Relationen (4.9) und (4.10)
als quantenmechanisches Analogon zur reinen klas-
sischen Rotation des Quadrupoltensors anzusehen
und dann gemiB der groben Ubereinstimmung [vgl.
(4.14)] zu behaupten, der Erriorr-Kern rotiere
ebenfalls. Nun gilt aber die Verkniipfung (4.9) und
(4.10) im Evrvrorrschen Modell nur fiir einen be-
schrankten Vorrat von L-Werten und ist gerade fir
die grofleren L in diesem Vorrat am schlechtesten
erfiillt. Ein korrespondenzmifiiges Argument ist
also an dieser Stelle nicht ohne weiteres brauchbar.
Die Aussage, die Beziehungen (4.9) und (4.10)
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seien das quantenmechanische Analogon zur reinen
klassischen Rotation, ist erst dann erhirtet, wenn
gezeigt ist, daf} rotationsartiges Verhalten fiir nied-
rige L in analoger Weise aus (4.9) und (4.10) her-
geleitet werden kann, wie es in der korrespondenz-
miBigen Uberlegung fiir groBe L geschieht.

Wir argumentieren am Beispiel 4"=4, n®=2
(Ne?%). Wir werden nichtstationdre Losungen v (¢)
des Erriorr-Modells betrachten, die zwei benachbarte
L enthalten. Zuvor bilden wir den analogen Zustand
im Rotationsmodell, um zu sehen, in welcher Scharfe
hier iiberhaupt Rotation erkennbar werden kann.
Die ausdriickliche Beschriankung auf zwei Werte L
bewirkt eine gewisse Unschérfe in der momentanen
Orientierung des Kreisels. Man wird darum das
innere Quadrupolmoment nicht so deutlich erkennen
wie in der korrespondenzmifligen Betrachtung. Auf
diese Weise zeigen sich die Grenzen, die der Be-
antwortung der Frage nach den rotierenden Zustén-
den bereits durch die quantenmechanische Unbe-
stimmtheit gesetzt sind. Das Rotationsmodell gibt
an, wie scharf rotierende Zustidnde bei vorgegebe-
nem innerem Quadrupolmoment hochstens ausfal-
len kénnen.

Wir bilden also im Rotationsmodell den Zustand 1°

w(t)=T};(e_"E"I66)+e"'Es‘|88)). (5.5)

Bezieht man den Tensor (v ()| Q|w(t)) auf ein
Koordinatensystem, dessen %" —z’-Achsenkreuz in
der raumfesten z —y-Ebene mit der Kreisfrequenz
% (Eg— Eg) umlduft, so wird diese Darstellung zeit-
unabhéngig:

. /041 0 o
((Qg’a’))=Qz/z/< 0 —015 0 ) (5.6)
0 0 056

Der Vergleich mit (5.4) zeigt die Verwischung des
inneren Quadrupolmoments.

Im Evviorrschen Modell erhélt man fiir den ana-
log gebildeten Zustand

(<()@u,/>)=c(_3§41 ool o ) (5.7)
0 0 0,42

mit C= (2N +3)/3. Man erhilt eine geniherte
Ubereinstimmung der rechten Seiten von (5.6) und
(5.7), wenn man im Rotationsmodell Q,,=C setzt,
das entspricht der Identifizierung Q"= (2 N + 3)/V/6
[vgl. dazu die Formeln (4.11) und (4.12)].

10 Die Gleichheit der beiden Koeffizienten steht in Analogie
zum Postulat (5.3). Im iibrigen diirfen nur zwei L-Werte
kombiniert werden, wenn man eine definierte Umlauffre-
quenz erhalten will.
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Wenn also fiir niedrige L rotierende Zustinde
nach dem Rotationsmodell iberhaupt zu erwarten
sind, treten sie — obzwar in geringerer Deutlich-
keit — auch im Erviorrschen Modell auf. Die Ab-
schwachung tritt in dem Malle ein, als y (N, L) fiir
die vorkommenden Quantenzahlen L von eins ab-
weicht.

An Hand der Darstellungen (5.4), (5.6) und
(5.7) haben wir die betreffenden Zustidnde v () als
rotierende Zustiande erkannt. Alle drei Beziehungen
beruhen auf einer speziellen Verkniipfung der
(f| Q:|i) untereinander. Fiir (5.4) und (5.6) ist
es die prézise Bour—MorrELsonsche Verkniipfung;
die Verwischung des inneren Quadrupolmoments in
(5.6) beruht auf der quantenmechanischen Unbe-
stimmtheit. Die weitere Verwischung in (5.7) riihrt
ausschliefilich von dem Auftreten der y (N, L) her,
welche die Bornr—MorreLsonschen Beziehung der
(f|Q:|7) etwas modifizieren. Man kann also die
Bour—MorreLsonsche Verkniipfung der (f|Q:|i)
als den quantenmechnischen Ausdruck fiir die reine
Rotation eines inneren Quadrupolmoments ansehen.

Die Tatsache, dafl im Evrriorrschen Modell rotie-
rende Zustdnde existieren, die eine gendherte Uber-
einstimmung der Werte (5.6) und (5.7) auf Grund
der Identifizierung

Q) =(2N+3)/V6
liefern, legt es nahe, den Wert (2 N+3)/V6 als

»inneres Quadrupolmoment® des Erriorrschen Kerns
anzusprechen. Diese Deutung wird man allerdings
wegen des Auftretens der y(N,L) in (4.12) nicht
zu scharf nehmen diirfen.

(5.8)

Es ist noch aufschlufireich, sich eine Vorstellung
von der Grofle des inneren Quadrupolmoments
Qo =(2N+3)/V6 zu machen. Besetzt man den
Ein-Teilchen-Zustand |n,n,n.)=|00n) A'-fach,
so liefert dieser Zustand den Erwartungswert
(Qy) =2N/V6. Es liegt nahe, die Existenz eines
inneren Quadrupolmoments etwa dieser Grofle in
Zusammenhang zu bringen mit dem Ergebnis der
klassischen Diskussion, demzufolge H! die Tendenz
erzeugt, daf} alle Teilchen sich lings derselben Ge-
raden bewegen.

SchlieBlich sei noch die Rolle des Parameters a
untersucht. Der im Rotationsmodell trivialerweise
giiltige Sachverhalt, dal fiir rotierende Zustidnde

(w(@|L|y(2) ) pu~Ow (5.9)
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gilt, wobei @ [im Beispiel (5.5): w =4 (Eg— Eg) 3]
der Vektor der Umlauffrequenz ist, gilt auch im
Erriorr-Modell:

<w(t)|L[w(z))z§w,

Im Eriort-Modell ist diese Beziehung darum nicht

(5.10)

trivial, weil w eine Rotationsfrequenz ist, also die
zeitliche Anderung der (kollektiven) Orientierungs-
variablen beschreibt. Im Sinne der Beziehung (5.10)
konnen wir @ =1/a als Trigheitsmoment auffassen.
Mit (5.10) haben wir ein dem Resultat L=w/x
der klassischen Betrachtung analoges Ergebnis ge-
wonnen.

Allerdings besagt die Deutung von O =1/a als
Trigheitsmoment nicht mehr als die Giiltigkeit der
Beziehung (5.10). Insbesondere gibt das Ervrorr-
sche Modell ohne weitergehende Zusatzannahmen
nicht die Moglichkeit, ©® zu berechnen, denn a ist
ein frei verfiigharer Parameter. Die Tatsache, daf}
O vollig frei ist, wiahrend das innere Quadrupol-
moment (welches Aussagen iber die Massenvertei-
lung gestattet) unabhiingig von @ {festliegt, weist
darauf hin, daB es auf dieser Stufe nicht moglich
ist, einen Zusammenhang zwischen ©® und etwa dem
sog. starren Tragheitsmoment zu sehen (man be-
achte auch: das Verschwinden des Wechselwirkungs-
parameters a bedeutet @ — oo !).

Es mul} aber erwdhnt werden, da3 auch das zum
Vergleich herangezogene Rotationsmodell zunéchst
so formuliert werden kann, daB} die GroBen @ und
Q, voneinander unabhingig sind 1.

Herrn Professor G. Lipers danke ich herzlich fiir die

Anregung zu dieser Arbeit und fiir viele wertvolle
Diskussionen.

Anhang 1: Die Rolle der Gruppe 11,

Mit Hilfe der bekannten Substitution

a=7}?(r+ip) (A1)
erhilt man die Vertauschungsbeziehungen

[ag’a:x] = 690 )

[awa/a] =0= [a; a;] > (A 1'2)
der Ein-Teilchen-Hammron-Operator H = (r24+p2)/2
geht iiber in

H=a*-a+3. (A 1.3)

11 Vgl. z. B. S. A. Moszkowskr, Models of Nuclear Structure,
in Handbuch der Physik, Bd. 39, Springer-Verlag, Berlin-
Gottingen-Heidelberg 1957.
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H andert sich also nicht, wenn @ durch U a ersetzt wird,
wobei U ein beliebiger unitirer Tensor in drei Dimen-
sionen ist. Dasselbe gilt fiir die Relationen (A 1.2). Die
Gesamtheit dieser Tensoren bildet eine Gruppe, die Us
genannt wird und der besonderen, iiber die Drehinva-
rianz hinausgehenden Symmetrie des Hamirrox-Opera-
tors (A 1.3) entspricht. GemdB der Invarianz von
(A 1.2) suchen wir eine Darstellung U — sy von s
durch Ein-Teilchen-Operatoren sy, die die Forderungen

sjtasy =Ua,

sfta’ sy =a" U (A1.4)
erfiillt. Man kann zeigen, dal durch diese Forderungen
die Darstellung bis auf einen Faktor, der seinerseits
eine eindimensionale Darstellung von 1 ist, eindeutig
bestimmt ist. Fordert man noch

sul0y =10)  (Uelly, (ALS5)

wobei | 0) den Grundzustand von H kennzeichnet (d.h.
a|0)=0), so ist die Darstellung U — sy eindeutig be-
stimmt und 1dBt sich mit Hilfe von (A 1.4) explizit an-
geben: sei P(a*) ein beliebiges Polynom in den Er-
zeugungsoperatoren a,” (0=7, ¥, z), dann ist 12

suP(a*) |0) = P(a*U)|0). (ALS6)

Die so definierte Darstellung U — sy hat zwei wichtige
Eigenschaften: es ist [H, sy] =0, und bei Restriktion
auf die Drehgruppe ergibt sich deren bekannte Dar-
stellung.

Ist F ein Element des Infinitesimalrings von 1, so
ist ihm vermége der Darstellung (A 1.6) der Operator

(A1.7)

zugeordnet. Der Infinitesimalring von U ist neundimen-
sional, eine (nichthermitesche) Basis ist die Gesamtheit
der Tensoren @° 6 (0, 6=z, y, z; P =Einheitsvektor
in p-Richtung), ihnen sind nach (A 1.7) die Operatoren

- (A1.8)

zugeordnet. Es ist oft zweckmiBig, zu einer anderen
Basis iiberzugehen, deren Elemente (4,7) (4=0, 1, 2;
T=—1,...,A) sich wie die Kugelfunktionen Y}, trans-
formieren. Ein derartiger Ubergang fiihrt zur Beziehung

sp=a*Fa

_*
90'—0/90'0

san= 2 (Ml pv|iz) bua,, (A1.9)
7Y
. 1 2
wobei ay =—ﬁ(az+lay),
a = az,
1 .
a_1= Ti(a;—zay),
1 w 05w
by =—V—2'(az +iay’),
bo = az’a
1 - . »
b_;= vz (az —iay") (A1.10)

12 Vgl. B. F. Baymaxn u. A. Borr, Nucl. Phys. 9, 596 [1958/59].
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ist. Man iibertriigt diese Darstellung auf den A"-Teil-
chen-Zustandsraum durch

Sv—= ﬁs[;(i) (A1.11)
i=1
T
bzw. Sr= i_Z:IsF @) . (A1.12)
Dann folgt aus (A 1.9) fiir die S¢y)
Swo) = — 1}? N;
Saw=— 7}2: L., u=-1,0,1; (A1.13)

_ _1/87
S = Tr—l/ls

dabei ist ¥ =Z ni, ni= a; - a;; die Eigenwerte dieses
(hermiteschen) Operators sind die Oszillator-Quanten-
zahlen N. L ist der Operator des Bahndrehimpulses:
L=>}I;, I, = r; X p;. Die Operatoren T sind die fiinf
kennzeichnenden Komponenten des Tensoroperators T,
der in Abschnitt 2 definiert wurde, welche analog den
bekannten fiinf Komponenten Q. des Quadrupol-Tensor-
operators gebildet sind.

Die Operatoren L, und T, geniigen den Vertau-
schungsrelationen

[T, T+1= V3 (2277 |1747) Li+v,
[Te; L=~ V6 @lru|27+p) Tets,
[Lu, Ll=—V2 (A 1lpp [1p+u) Lutw .

In Abschnitt 3 wurde schon das klassische Analogon
der ersten dieser Vertauschungsrelationen benutzt [Gl.
(3.9)]. N ist mit den T, und L, vertauschbar.

Aus [H Sy] =0 und der Tatsache, dal U — Sy
eine Erweiterung der bekannten Darstellung der Dreh-
gruppe auf die Gruppe lj ist, folgt, daB sich die Eigen-
riume von H° sukzessiv nach U; und der Drehgruppe
ausreduzieren lassen. g

Man definiert nun den Operator

*
G 212 82y Siar) -
,T

Y (r# Yoo (%) +p2 Yoo (D)) 5

(A 1.14)

(A 1.15)

Er ist mit allen Sy (U € Uy)- vertauschbar. Daraus folgt,
daB die beziiglich g irreduziblen Riume zugleich
Eigenriume von G sind. Mit (A 1.13) folgt sofort
Gl (4.1).

Anhang 2: Kennzeichnung der 11 -irreduziblen
Riume

In einem Uj-invarianten Raum gibt es eine Basis,
die aus simultanen Eigenvektoren von S,, (0=z, v, z)
besteht. Diese Vektoren haben also N, N, N, als gute

13 Letzte* ist im Sinne der Reihenfolge z, y, z zu verstehen.
14 Nach einer Methode ¢, die analog einem Verfahren bei der
Drehgruppe ist.
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Quantenzahlen. Wir denken uns die vorkommenden
Tripel [Nz, Ny, N:] in folgender Weise angeordnet:
[N.',N,,N.'] stehe ,hinter“ [Nz, Ny, N.], wenn die
letzte 13 nichtverschwindende Differenz N, —N,” groBer
als Null ist. Die Vektoren | N° N,® N0, ..), die zu dem
an der Spitze stehenden Tripel [N.% N,° N,°] gehoren,
konnen auch so gekennzeichnet werden: es ist

Ses | NONO N D=0, (A2.1)

sobald o im Alphabet rechts von ¢ steht (,,0 > 0").

Jedem Ug-irreduziblen Raum lifit sich auf diese
Weise eindeutig ein Tripel [N N,°% N.°] zuordnen.
Rédume mit demselben Tripel sind dquivalent, Riume
mit verschiedenen Tripeln indquivalent. Die irredu-
ziblen Darstellungen von 1, bzw. die zugehdrigen
Rédume sind also durch die drei Quantenzahlen
N,°% N,°% N.° bis auf Aquivalenz vollstindig gekenn-
zeichnet.

An Stelle der drei Quantenzahlen N;% N,°% N.° ver-
wendet man meist die Quantenzahlen N, 1, u, wobei
der (umkehrbar eindeutige) Zusammenhang durch

N:NIO+NyO+N207
A=N,"—N,°,
,u=Ny°——NI°

gegeben ist2. Wie man zeigen kann, ist stets 2 =0,
w=0.

(A 2.2)

Anhang 3: Beweis der Gleichung (4.5) *

Wir gehen von (A 1.15) aus. Die S(;,) stehen gemal3
(A1.9) in unitirer Beziehung zu den neun Basis-
elementen S,; (0, 0=2, y, z), darum gilt

G= Z S;a Soa = Z Sag Sec

0 0:0
=285 +23 8080+ X [Sers Sl - (A3.1)
0 oo ) <o )
Also
G=2382,+2> 854805+ 2 (8o —8s) - (A3.2)
e <o <o

Wenden wir diese Gleichheit auf einen zum Tripel
[N.% N,° N.%] gehorenden Zustand |N,°N,0N.0...)
an, so ergibt sich wegen (A 2.1)

G|NLANONL. . ) =((N2+ (N 24 (N,9)2
+2NL2—2N0 | NLONLONL. ..

Daraus folgt mit (A 2.2) die Behauptung.

Man kann nun ein Verfahren angeben, denjenigen
Uy-irreduziblen Raum zu bestimmen, dessen G-Wert
maximal ist. Dieses Maximumproblem ist gleichbedeu-
tend mit der Suche nach einer Vorschrift, die erlaub-
ten Ein-Teilchen-Zustinde unter Beachtung des Pauri-
Prinzips * und der Bedingung N =4’ n° so mit 4" Teil-

(A 3.3)

15 Die Ein-Teilchen-Zustinde sollen auBer durch die Quanten-
zahlen nz, ny, n; noch durch Spin- und Isospin-Quanten-
zahlen unterschieden sein.
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chen zu besetzen, da N>+ N,2+N.,2+2N.—2N,
maximal wird. Das erfordert, grob gesprochen, mog-
lichst viele der Oszillatorquanten in z-Richtung und
gleichzeitig moglichst wenige in 2-Richtung unterzubrin-
gen.

Im Falle 4" < 4 wird dieses Maximumproblem ge-
lost durch das Tripel [N, Ny.N:] = [0,0,N], im
Falle A" > 4 durch andere Tripel. (Das ist eine un-
mittelbare Folge der Tatsache, dafl Ein-Teilchen-Zu-
stinde mit den Quantenzahlen n;, ny, n. hochstens vier-
fach auftreten kénnen 13.)

Anhang 4: Beweis der Gleichung (4.8)

Wir betrachten die spezielle unitire Abbildung

aj—~iaj=Ila; (I=il; j=1,...,4"); aus (Al4)
folgt dann
und daraus

Sl_lquI:Pj‘)Pj—%p;;, (A4.2)
mithin

Sl_lQSIZR:

R:Z(pjopj—§p;f’). (A 4.3)

Sei nun | N) irgendein Zustand zur Oszillator-Quan-
tenzahl V; er 1iBt sich darstellen als Py | 0), wobei | 0)
der Oszillator-Zustand zu N =0 und Py ein homogenes
Polynom vom Grade N in den Erzeugungsoperatoren
a}, (j=1,...,4"; o=x,y,z) ist. Dann gilt gemiB
(A 1.6) und (A 1.11)

Si|NY=i¥NPy|0y=i¥|N). (A 4.4)

Sind | N) und | 'N) zwei beliebige Zustinde zur Oszil-
lator-Quantenzahl N, so ist nach (A 4.3) und (A 4.4)

; CN|R|NY)={N|Q|N), (A 4.5)
(N|T|N)={(N|}(Q+R)|N)
=(N|Q|N), (A 4.6)

was zu beweisen war.

Anhang 5: Herleitung der Beziehungen (4.6)
und (4.7)

Man kann die Beziechungen (4.6) und (4.7) bewei-
sen, indem man die Vertauschungsbeziehungen (A 1.14)
und die Tatsache benutzt, da§ ein Ug-irreduzibler Raum
vom Typ N, (NO) gegeben ist (man verfdhrt also in
einer gewissen Analogie zur bekannten Herleitung der
Matrixelemente der Operatoren L,).

Wir benennen die gesuchten Matrixelemente voriiber-
gehend durch

fo=(LL|T,|LL) (L=N,N-2,...),
(A5.1)

(L=N-2,N—-4,...).
(A 5.2)

gr={L+2L+2|T,|LL)
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Die f sind notwendig reell, da T, hermitesch ist. Be-
dingungen iiber diese Matrixelemente erhalten wir auf
Grund der ersten Gruppe der Vertauschungsrelationen
(A 1.14). Wir wéhlen die Relationen

[Ty, T2]1 =0
(T4, T _1]1=—-%1L,

aus (durch diese Auswahl erreicht man rechnerisch be-
queme Bedingungen fiir die f1, und gz) und betrachten
die beiden aus ihnen folgenden Gleichungen

(L+2L+2]|[To, Ts] | LLy=0,
(LL|[Ty,T_]|LLy=—} L.

(A5.3)

und (A5.4)

(A5.5)
(A 5.6)

Gleichung (A 5.5) ergibt
(L+2L+2|Ty|L+2L+2){L+2L+2|T,|LL)

—{L4+2L+4+2|Ts|L+2LY{L+2L|T,|LLY (A5.7)

—{L+2L+2| T | LL)(LL|T,|LL)=0.

(L+2L+2|Ts|L+2L) baw. {L+2L|Ty|LL) las-
sen sich in bekannter Weise durch fr+2 bzw. g aus-
driicken; auf diese Weise geht (A 5.7) tiber in

&L {fL+-2 (1— fmﬁHTID) —fL} =0 (A5.8)
(L=N—2,N—4,..).

Aus Gl. (A 5.6) folgt analog

2 _2 B L. - A6 S _.3_ ot
Ing{L+2 T ATy e ATk 2
(A5.9)

(L=N—2,N—4,...).

Um aus (A 5.8) eine Rekursionsformel fiir fr, zu ge-
winnen, beweisen wir, daB g0 (L=N—-2,N—4,...)
gilt. Angenommen, es sei fiir ein L; gry=0. Dann
ist {Ly+2M+71|T.| L M) =0 fiir beliebige M und 7.
Das heiBit, die T, ergeben, auf Zustinde | L'M’) mit
L'=L;, Li—2, Ly—4,... angewandt, wieder Linear-
kombinationen solcher Zustinde. Der von den | L' M")
mit L'=L,, L;—2, L; —4, ... aufgespannte Unterraum
des betrachteten lg-irreduziblen Raumes ist somit ge-
geniiber den T, invariant, damit aber auch gegeniiber
der Darstellung von ;. Es muB also notwendig L; =N
sein. Fiir L <N ist also gz, & 0, was zu beweisen war.

Aus (A 5.8) folgt also
6
(1= rm ary) 0 (A510)
(L=N—-2,N—4,...).

Daraus ergibt sich
L 2N+3
fu= :

Ty (L=N,N—=2,...)). (A5.11)

fn berechnen wir, indem wir beachten, daB der Zustand
| NN) auch dadurch gekennzeichnet werden kann, daf
die Operatoren

(/.t=—-1,0, 1)

*
N.= Z Mg, Nip=0i, —u &, —n
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die Eigenwerte [N, N,, N_;]=[N,0,0] annehmen
und daBl nach (A 1.13), (A 1.12) und (A 1.9)

To=4V6(No—3 N) (A5.12)
ist 16;
fv=(NN|Ty|NN)=— ;6 N.  (A5.13)
Aus (A 5.11) folgt damit
L 2N+3
fi==5iis ye E=NN-2..), (A514)

16 Aus Gl (A 5.9) (gy=0 gesetzt) ergibt sich fy nur bis auf
das Vorzeichen.

W. KUTZELNIGG

womit (4.6) gezeigt ist.
T,|LL) ist proportional zu |L+2L+2), also

gL|L+2L+2)=To,|LL) (L=N-2,N—4,...).
(A 5.15)

Wir legen die Phasen der Vektoren |L L) sukzessiv
so fest, daBl g, => 0 ist. Dann berechnet man aus (A 5.9)
und (A 5.14) leicht, daf}

3(L+D)(L+2) | @N+3)—(@2L+3)®
2(2L+3)(2L4+5) 6
(L=N-2,N—4,...) (A5.16)

gL

gilt, womit auch (4.7) bewiesen ist.

Uber die Symmetrie-Eigenschaften der reduzierten Dichtematrizen

und der nattirlichen Spin-Orbitale und Spin-Geminale
(der nattirlichen Ein- und Zwei-Elektronen-Funktionen)

Von WEerNer KurzELNIGG

Laboratoire de Chimie Quantique, Université de Paris
(Z. Naturforschg. 18 a, 1058—1064 [1963] ; eingegangen am 1. Juli 1963)

The density operator (density matrix) of a quantum mechanical system can be decomposed into
operators which transform as irreducible representations of the symmetry group in coordinate and
spin space. Each of these components has a physical meaning connected with the expectation values
of certain operators. The reduced density matrices can be decomposed in a completely analogous
way.

The symmetry properties of the total wave function give rise to degeneracies of the eigenvalues
of the reduced density matrices. These degeneracies can be removed by requiring that the natural
spin orbitals (NSO, defined as the eigenfunctions of the first order density matrix), as well as the
natural spin geminals (NSG, the eigenfunctions of the second order density matrix) and their
spinless counterparts transform as irreducible representations of the symmetry group and are
eigenfunctions of S and S; .

In many important cases this requirement is compatible with the original definition of the NSO,
the NSG etc. e. g., when there is no spatial degeneracy of the total wave function and when the
Z-component of the total spin vanishes. When these conditions are not fulfilled an alternative

definition of the NSO and the NSG is proposed.

Die von Lowpin?! eingefiihrten natiirlichen Spin-
Orbitale (NSO) haben in den letzten Jahren eine
besondere Bedeutung erlangt, einerseits, weil sie
eine besonders anschauliche Interpretation kompli-
zierter Mehrteilchenwellenfunktionen ermoglichen? 3,
zum anderen, weil sie die optimale Konvergenz eines
Konfigurationen-Wechselwirkungsansatzes gewihr-
leisten und deshalb die Losung des quantenmecha-
nischen Mehrteilchenproblems wesentlich vereinfa-
chen konnen 4. Es besteht eine enge Beziehung zwi-
schen den stark besetzten NSO und den SCF-Orbita-
len im Rahmen des Modells der unabhéngigen Teil-

P. O. Lowpix, Phys. Rev. 97,1509 [1955].
H. Suuir u. P. O. Léwpix, J. Chem. Phys. 30, 617 [1959].
H. Suurw, J. Chem. Phys. 30, 1405 [1959].

1
2
3

chen, derart, daf} diese als erste Naherungen fir die
NSO dienen konnen*. Auf Grund der Lowpinschen
Definition der NSO als Eigenfunktionen der Dichte-
matrix 1. Ordnung (o) sind die NSO noch nicht
eindeutig definiert, weil diese Dichtematrix entartet
sein kann und es im allgemeinen auch ist. Diese
Entartung ist wesentlich durch bestimmte Symmetrie-
forderungen an die Wellenfunktion bestimmt.
Wie CoLemaN ® zeigen konnte, folgt aus der Anti-
symmetrie der Wellenfunktion eines n-Fermionen-
systems in bezug auf Vertauschung der Elektronen
eine zweifache (oder jedenfalls geradzahlige) Ent-

4 W. Kurzewsice, Theor. Chim. Acta 1, 327, 343 [1963].
5 A.J. CoLeman, Can. Math. Bull. 4, 209 [1961].



